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  ( 1جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. )  .1
 ................ باشد.    Aپذیر باشد آن است که دترمینان ماتریس وارون   Aالف( شرط لازم و کافی برای این که ماتریس مربعی  

داشته باشد  ب( مکان هندسی، مجموعه نقاطی از صفحه )یا فضا( است که همه آنها یک ................ داشته باشند و همچنین هر نقطه که آن ویژگی را  
 عضو این مجموعه باشد.  

 شود.  پ( در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر صفر باشد بیضی تبدیل به یک ................ می 

 که بر هم عمود هستند، برابر ................ است.    bو   aضرب داخلی دو بردار غیرصفر ت( حاصل 
|پاسخ:  الف(  A |  ب( ویژگی مشترک یا مخالف صفر  0
a.bت( صفر یا پ( دایره  = 0 

  ( 0/ 75درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. )  .2
ABداشته باشیم،   Cو    A ، Bهای متمایز  الف( اگر برای ماتریس  AC=  آنگاه لزوما ،B C=    .است 

نیز موازی نباشد و تنها یکی از دو نیمه مخروط را قطع کند، فصل    (d)عمود نباشد و با مولد آن    (l)بر محور سطح مخروطی    Pب( در حالتی که صفحة  
 مشترک حاصل یک بیضی خواهد بود.  

)Aپ( نقطه  , , )−2 3  قرار دارد.     xoyروی صفحه    0
 ب( درست پاسخ:  الف( نادرست 

  پ( درست 

Aاگر  .3

 
 =
 
 

2 3 4
0 2 3
0 1 2

|باشد، حاصل    A  ( 1ا محاسبه کنید. ) ر  3|

  پاسخ: 
| A | ( ) | A | | A |= − =  = =3 32 4 3 2 8 

در معادله ماتریسی  .4 x
− −   

=   −   

1 2 1 03 2 3 6   ( 1/ 25را بیابید. )   xمقدار    1

 پاسخ:

     x xx x x x
− 

=  = − + =  =− − + − + − +  

1 0 0 9 18 0 23 6 6 12 3 6 6 121   

mxرا چنان بیابید که دستگاه   mمقدار   .5 y

x (m )y

+ = −


+ + =

3 3
4 4 2

 پاسخ:   (  1/ 25. ) نداشته باشد جواب    

   mm
m(m )

mm

= −−
=   + − =  

=+ 

63 3 4 12 0
24 4 2

    

xای را بنویسید که خطوط معادله دایره  .6 y+ xو   1= y− = xشامل قطرهایی از آن بوده و خط   3 y+ = −4 3 ( 1/ 5بر آن مماس باشد. )   5
   

 پاسخ: 

  x y x | ( ) ( ) |
, r

x y y

+ = =  + − +
 = = = 

− = = −  +2 2
1 2 4 2 3 1 5 10 2
3 1 54 3

 

)Oمرکز دایره , )−2 rو شعاع آن برابر 1 = x)است. معادله دایره برابر با 2 ) (y )− + + =2 22 1  است. 4
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)Aدر نقطه  .7 , )2 xروی دایرة   3 y x y+ − − =2 2 2 2   (  1ایم، معادله این خط مماس را به دست آورید. ) مماسی رسم کرده   3
 پاسخ:

  OAO( , ) m m y (x )
− −

 = =  = −  − = −
−

3 1 1 111 2 3 2
2 1 2 2

 

3اگر خروج از مرکز بیضی برابر  .8
5

 ( 1/ 5و فاصله کانونی آن را به دست آورید. ) بیضی  باشد، طول قطر بزرگ    16و طول قطر کوچک بیضی    

    
  پاسخ:  

a b cc
c a , b a a a ,c

a

= +
=  = = ⎯⎯⎯⎯⎯→ = +  = =

2 2 2 2 23 3 98 64 10 6
5 5 25

 

 12و فاصله کانونی  20طول قطر بزرگ 
AFاند. اگر های بیضی کانون   Fو   Fمطابق شکل روی بیضی و نقاط    Bو    Aدو نقطه   .9 BF   BFو   AFخط  باشد ثابت کنید دو پاره   =

 (   1/ 25اند. ) موازی 

  
 کنیم.های بیضی وصل میرا به کانون Bو Aنقاط  پاسخ:

AF( 1روی بیضی قرار دارد بنا به تعریف بیضی ) Bو  Aنقاط   AF a+ = 2  
BF( 2روی بیضی قرار دارد ) Bنقطه  BF a+ = 2 
AF( و فرض2( و )1از ) BF AFشودنتیجه می = BF=  

||AFاند.های روبرو موازیالاضلاع ضلعالاضلاع است. در متوازییک متوازی AFBFبنابراین چهارضلعی BF 

   
yسهمی  .10 y x− + + =2 2 8 9   ( 2مفروض است. )   0

 الف( مختصات رأس، کانون و خط هادی سهمی را به دست آورید.  
 ب( نمودار آن را رسم کنید.  

y) پاسخ: الف(  ) (x ) A( , )− = − +  −21 8 1 11  
aدهانه سهمی به چپ و = x، خط هادی2 )Fو کانون سهمی 1= , )−3 1 

Bکمکی:ب( نقاط  ( , )= −3 Bو 5 ( , ) = − −3 3 
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    ( 1/ 5به سؤالات زیر پاسخ دهید. )  .11
Aای را بنویسید که از نقطة الف( معادلة صفحه  ( , , )= 2 3  موازی باشد.    xoyبگذرد و با صفحه    4

xب( معادلات 

z

=


=

0
0

 مربوط به کدام محور است؟   

Bها و نقطه روی محور طول   2به طول    A، نقطه 3پ( در فضای  ( , , )= − −4 6  را بیابید.    ABاند مختصات وسط  مفروض   3

zپاسخ: الف(  =  ها yب( محور  4

Aپ( نقطه ( , , )= 2 0 )برابر است با ABو مختصات وسط  0 , , )
−

−
31 3
2

  

aاگر  .12 i k= bو   2− ( , , )= 1 2 aباشد، طول بردار   1 b−   (  1را به دست آورید. )   2
  پاسخ:  

a b ( , , ) ( , , ) ( , , ) , | a b |− = − − = − − − = + =2 2 0 1 2 4 2 0 4 3 2 16 9 5 
)بردارهای  .13 )a , ,= −1 3 bو   2 ( , , )= − −2 1   (   1/ 75را در نظر بگیرید. )   5

 به دست آورید.    bرا بر امتداد بردار   aالف( تصویر قائم بردار 

 بنویسید.    bو   aبردار ب( برداری عمود بر دو  
 پاسخ: الف(

 a.b
a b ( , , ) ( , , ) ( , , )

| b |
IÄ

− − − −
 = = − − = − − −

+ +2
2 3 10 1 1 52 1 5 2 1 5 1
4 1 25 2 2 2 

  ب(

a b ( , , ) ( , , ) ( , , ) = −  − − = −1 3 2 2 1 5 13 1 5 
 b a ( , , ) ( , , ) ( , , ) = − −  − = − −2 1 5 1 3 2 13 1 5 

aبا هم موازی هستند اگر و فقط اگر   bو   aثابت کنید: دو بردار غیرصفر  .14 b o = ( .1   )  
 پاسخ:

  |a| ,|b|
a b o | a b | | o | | a || b | sin sin a || b

 
 =   =   = ⎯⎯⎯⎯→ = = = 

0 00 0 0 
aرا طوری تعیین کنید که سه بردار   mمقدار   .15 ( ,m, )= −1 11،b ( , , )= −2 3 cو   1 ( , , )= −1 1   ( 1در یک صفحه باشند. )   3

  پاسخ:

  b c ( , , ) ( , , ) ( , , ) = −  − = − −2 3 1 1 1 3 8 7 5 
 a.(b c) ( ,m, ).( , , ) m m =  − − − = − + =  =0 1 11 8 7 5 8 7 55 0 9 

a.bبه ترتیب   bو   aاگر طول بردارهای  .16 , ,=12 6  ( 1/ 25را به دست آورید. )   bو   aباشد، مساحت مثلث بنا شده توسط دو بردار   4

  
 روش اول: پاسخ:

  a.b
cos

| a || b |


 = = =  =



12 1
4 6 2 3

 

  S | a b | | a || b | sin
W±X¶

=  =  =    =
1 1 1 34 6 6 3
2 2 2 2

 

|  روش دوم: a b | (a.b) | a | | b | | a b | ( ) ( ) ( ) = =   + =2 2 2 2 2 2 212 4 6 
  | a b |  =12 3 

Sمساحت مثلث برابر است با: | a b |=  =
1 6 3
2
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  ( 1جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. )  .1

aالف( اگر 
A

 
=  − 

8
3  برابر ................ است.    aپذیر نباشد، مقدار  وارون   4

 نامیم.  س ................ می ی های روی قطر اصلی با هم برابر باشند آن را یک ماتر ب( اگر ماتریسی قطری باشد و تمام درایه 
 ست.  در ................ بیضی ا   Aاز دو کانون بیضی بیشتر از طول قطر بزرگ بیضی باشد، نقطة    Aپ( اگر مجموع فواصل نقطه  

 ت( هر شعاع نوری که موازی با محور سهمی به بدنه سهمی بتابد، بازتاب آن از ................ خواهد گذشت.  
 ب( اسکالر 6−پاسخ:  الف( 
 ت( کانون سهمی پ( بیرون 

  ( 1درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. )  .2
 ها خاصیت جابجایی دارد.  ضرب ماتریس الف( در حالت کلی حاصل 

3یک ماتریس   Aب( اگر   |و   3 A | = |باشد آنگاه   2 A | =2  است.    16
Cاند، دایره در صفحه این دایره مماس خارج   C(O,r)که بر دایرة   rهایی با شعاع ثابت  پ( مکان هندسی مرکز همه دایره  (O, r)  است.    2

 شود.  ت( در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر یک باشد بیضی تبدیل به یک دایره می 
 ب( درست پاسخ:  الف( نادرست 

  ت( نادرست پ( درست 

mدو ماتریس  .3
A

n

− 
=  + 

2 2
1 Aو   1 m n

 
 =
 − 

2 1 1
0

3 1 2
|یک ماتریس قطری باشد، حاصل   Aاند. اگر  مفروض    A | | B را محاسبه    +|

 ( 1/ 75کنید. ) 
  پاسخ: 

m m

n n

− = → =


+ = → = −

2 0 2
1 0 1

 

 B | B | ( ) ( ) ( ) , | A |
 
 =  = − − + − = − =−
 − 

2 1 1
2 1 1 7 1 2 11 22 0 1

3 1 2
 

 | A | | B | ( )+ = + − = −2 11 90 

|الف( اگر  .4 A |
A

 
=   

8
3 |در این صورت حاصل   5 A   ( 1/ 25را بیابید. )   |

 را حساب کنید.    Aب( ماتریس وارون 
 پاسخ: الف(

 | A | | A | | A |= −  =5 24 6    

−Aپذیر است و وارون آن برابر است با: وارون  Aب( ماتریس  − 
=  − 

1 1 5 8
3 66

 

در تساوی ماتریسی  .5 x
  

=     

22 4 01 1 2 1
    پاسخ:   (  1/ 25را بیابید. )   xمقدار    

      xx x x x x
    

=  = =  = −+ + + + +         

2 22 4 0 0 21 2 4 2 4 2 4 21 2 1 1
  

  

99سال  خردادامتحان   
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نیز به یک فاصله باشد    Dو    Cبه یک فاصله و از    Bو    Aای در این صفحه بیابید که از  اند، نقطه در صفحه مفروض   Dو    A  ،B  ،Cنقاط   .6
  ( 1/ 5)بحث کنید(. ) 

نامیم و مکان هندسخی نقاطی  می dاسخت این خط را   ABخط اند، عمود منصخف پارهبه یک فاصخله  Bو   Aپاسخخ: مکان هندسخی نقاطی که از  
 نامیم. می dاست این خط را CDخط به یک فاصله باشد، عمود منصف پاره Dو  Cقطه که از ن

   
 (Eجواب مسئله است. )نقطه  dو dبنابراین نقطه برخورد خطوط 

 متقاطع باشند مسئله یک جواب دارد. dو dاگر خطوط 
 شمار جواب دارد. منطبق باشند مسئله بی dو dاگر خطوط 
 موازی باشند مسئله جواب ندارد.  dو dاگر خطوط 

)Oای را بنویسید که معادله دایره  .7 , )− −1 xخط مرکز آن بوده و روی    1 y+ =2   (  1/ 25ایجاد کند. )   4وتری به طول    2
 پاسخ: 

 | ( ) ( )
OH

− + − −
= = =

+2 2
2 1 1 1 2 5 5

52 1
 

 AOH(H ) :OH AH OA ( ) r


= + =  + =2 2 2 2 2 290 5 2 
 r (x ) (y )=  + + + =2 23 1 1 9 

  
)Aوضعیت نقطه  .8 , )−1 xنسبت به دایره   2 y x y+ − + =2 2 2 2   (   1را تعیین کنید. )   0

xآوریم:پاسخ: مرکز و شعاع دایره را به دست می  y x y O( , ) , r+ − + =  − =2 2 2 2 0 1 1 2 
 OA OA r=  1 

 نقطه داخل دایره قرار دارد. 
قطع کند.   Mای مانند  ایم تا دایره را در نقطه رسم کرده  AAعمودی بر  Fمانند شکل، قطر بزرگ بیضی است و از کانون   Cقطر دایره  .9

 ( 1با نصف قطر کوچک بیضی برابر است. )   MFثابت کنید 

  
 پاسخ: 

  OM OA a= =  

  OMF:OF MF OM c MF a MF b


+ =  + =  =2 2 2 2 2 2 
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  ( 1/ 5چند درجه است؟ )   FBFبرابر طول قطر کوچک است. اندازه زاویة   2در بیضی مقابل طول قطر بزرگ  .10

  
  پاسخ:  

OB b
a ( b) a b cosB B

BF b
=  =  = = =  =1 1

12 2 2 2 45
2 2

  

 ˆFBF =  =2 45 90 

  
    ( 1باشد، خروج از مرکز بیضی را به دست آورید. )   5و فاصله کانون تا مرکز آن برابر    24بیضی طول قطر کوچک  اگر در یک   .11

 پاسخ: 

 a b c c
b , b , c a a ,

a

= +
= = = ⎯⎯⎯⎯⎯→ = +  = =

2 2 2 2 2 2 52 24 12 5 12 5 13
13

 

xالف( مختصات رأس، کانون و معادله خط هادی سهمی  .12 y x− + =2 4 8   ( 2/ 5را به دست آورید. )   0
 ودار سهمی را با استفاده از نقاط کمکی رسم کنید.  ب( نم 

x)پاسخ: الف( فرم استاندارد سهمی به صورت ) (y )+ = +24 4  است.  4
)Aشخخخود. رأس سخخخهمی نقطخهسخخخهمی قخائم و دهخانخه آن رو بخه بخالا بخاز می , )− −4 aاسخخخت و  4 نقطخه ، مختصخخخات کخانون آن  1=

F( , , ) ( , )− − + = − −4 4 1 4 yاست. معادله خط هادی سهمی به صورت 3 = − − = −4 1  است.  5
)Bب( نقاط کمکی , )− −2 Bو 3 ( , ) − −6  رسم سهمی با استفاده از نقاط سهمی 3

 
mxرا طوری بیابید که دستگاه معادلات   mالف( حدود   .13 y

x y

+ =


− =

2 3 1
2 3

  (   2دارای جواب منحصر به فرد باشد. )   

mب( جواب دستگاه مذکور را به ازای  =  با استفاده از ماتریس وارون محاسبه کنید.    2
 پاسخ: الف(

 m
m →  −

−

2 3 3
2 1

 

 A | A | , A− − −   
=  = −  =   − −−   

1 14 3 1 310 02 1 2 410
 

  ب(

x x

y y

=    − −   
= =       − − = −−        

1 11 1 3 1
2 4 13 110
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yسهمی  .14 x= −2 4 کنیم، مختصات نقاط برخورد دایره و سهمی را  ای رسم می دایره   3مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع    4
  (   2بیابید. ) 
 پاسخ: 

 y (x ) S( , ) , F( , )= − →2 4 1 1 0 2 0 

 xy x
(x ) y ,

xy x x

¡ ¡

¡ ¡ ù

 == − 
− + =  

= − = − + +

2
2 2

2 2
34 42 9
34 5

 

 M( , ),M ( , ) −3 2 2 3 2 2 
aدو بردار  .15 ( , , )= −3 2 1 ،b i j k= − +   (  2را در نظر بگیرید. )   2−

 واقع است؟ )شماره ناحیه ذکر شود(.   3در کدام ناحیه از فضای   aالف( بردار 

aب( طول بردار  b+  را حساب کنید.    2

 را پیدا کنید.    bو   aار پ( برداری عمود بر دو برد 
 در ناحیه چهارم  aالف( بردار پاسخ:
a  ب( b ( , , ) ( , , ) ( , , )+ = − + − − = − −2 3 2 1 2 2 1 1 1 0 1 
  | a b |+ =2 2 

 بر آنها عمود است.  bو aپ( ضرب خارجی دو بردار
 a b ( , , ) = −11 1 

aبردارهای  .16 ( , , )= −2 0 bو   2 j k= +2   (  2را در نظر بگیرید. )   2
 را به دست آورید.    bو   aالف( زاویه بین دو بردار 

aب( تصویر قائم بردار  b+   را بر امتداد بردارb    .به دست آورید 
 الف( پاسخ:

  a.b ( , , ).( , , ) | a | | b |= − =  = =2 0 2 0 2 2 4 2 2 

  a.b
cos

| a || b |
 = =  =

1 60
2

 

   ب(

a b ( , , ) ( , , ) ( , , )+ = − + = −2 0 2 0 2 2 2 2 4 

  (a b).b
(a b) b ( , , ) ( , , )

| b |

+
+ = = =2

12 0 2 2 0 3 3
8
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  ( 1جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. )  .1

الف( اگر ماتریس 
f

a

e c b

 
 
 
 

2 0
0  اسکالر باشد، حاصل دترمینان ماتریس برابر ................ است.    0

و سطح مخروطی یک ................    Pموازی باشد و از رأس سطح مخروطی عبور کند، در این صورت فصل مشترک صفحه    (d)با مولد    Pب( اگر صفحة  
 است.  

cپ( در بیضی، در حالتی که 

a
=  شود.  ................ تبدیل می   بیضی به   0

)، نقطه R3ت( در فضای  , , )− −3 2  در ناحیه )کنج( ................ دستگاه مختصات قرار دارد.    5
 ب( خط 8پاسخ:  الف( 

 6ت(  پ( دایره 
  ( 1درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. )  .2

rAیک عدد حقیقی دلخواه و مخالف صفر باشد و   rمرتبه و  دو ماتریس هم   Bو    Aالف( اگر  rB=   گاه داریم: آنA B= . 
 است.   Aدر نقطة    dخط عمود بر خط  اند، یک نیم مماس   Aدر نقطة ثابت    dکه بر خط    ه هایی در صفح ب( مکان هندسی مرکزهای همة دایره 

 پ( در یک سهمی، هر شعاع نوری که موازی با محور سهمی به بدنه سهمی بتابد، بازتاب آن از کانون سهمی خواهد گذشت.  
 ت( اگر زاویه بین دو بردار مخالف صفر، منفرجه باشد، آنگاه ضرب داخلی آنها یک عدد حقیقی مثبت است. 

 ب( نادرست پاسخ:  الف( درست 
  ت( نادرست پ( درست 

ماتریس   دو  .3
m

A

n

− 
 =
 + 

2 2 0
0 3 0
1 0 3

Bو    m n

 
 =
 − 

2 1 1
0

3 1 2
را محاسبه کنید.    ABیک ماتریس قطری باشد، حاصل    Aاند. اگر  مفروض   

 (5 /1 ) 

m پاسخ:  m

n n

− = = 
 

+ = = − 

2 0 2
1 0 1

 

 AB
     
     = =− −
     − −     

2 0 0 2 1 1 4 2 2
0 3 0 2 0 1 6 0 3
0 0 3 3 1 2 9 3 6

 

|اگر  .4 A |
A

| A |

− 
=   

42 |باشد، در این صورت حاصل   1 A   ( 1/ 5را بیابید. )   1−|

  پاسخ: 

| A | (| A | ) (| A | ) | A |= +  − =  =2 22 4 2 0 2 

 | A |
| A |

− = =1 1 1
2

 

  

1400سال  خردادامتحان   
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 (  1جواب دستگاه زیر را در صورت وجود، با استفاده از ماتریس وارون بیابید. )  .5

 x y

x y

− =


+ =

3 4 7
2 1

 

 اسخ: پ

  x
A

y

   −     
=  = =        − −+        

713 4 1 4 1
2 1 2 3 113 8

    

Oای را بنویسید که مرکز آن معادله دایره  .6 ( , ) 2 xبوده و بر خط   1 y+ = −3 4   (  1مماس باشد. )   5

|پاسخ: فاصله مرکز دایره تا خط مماس بر دایره برابر است با:  ( ) ( ) |
r

+ +
= = =

+2 2
3 2 4 1 5 15 3

54 3
 

x)ای برابر است با معادله دایره  ) (y )− + − =2 22 1 9  

xوضعیت دایره  .7 y x y+ − − + =2 2 6 2 9   (   1/ 5خص کنید. ) ش مختصات و شعاع یک را نسبت به هم م   ای به مرکز مبدأ با دایره   0

xپاسخ: مرکز و شعاع دایره y x y (x ) (y )+ − − + =  − + − =2 2 2 26 2 9 0 3 1 Oبرابر است با 1 ( , ) , r = =3 1 1 

 d r r , d oo ( ) ( )  + = = = + =2 22 3 1 10 
  فاصله دو مرکز برابر دو دایره بیرون یکدیگرند )متخارجند(  

OAدر شکل مقابل اگر  .8 a=،OB b=   وOF c=   باشد، ثابت کنیدa b c= +2 2 2  

  
BF  قرار دارد در نتیجه: FFخطروی عمودمنصف پاره Bپاسخ: نقطه  BF= 

BF  فاصله هر نقطه روی بیضی از دو کانون برابر است با قطر بزرگ بیضی: BF a BF BF a + =  = =2 
OF  داریم: BOFبنا به رابطه فیثاغورث در مثلث   OB BF c b a+ =  + =2 2 2 2 2 2 

 ( 1/ 5واحد است. )   4ای قرار دارد، که فاصله آن تا مرکز بیضی برابر  واحد به گونه   6و    10روی بیضی به اقطار    Mنقطه   .9
 الزاویه است.  قائم   MFFالف( نشان دهید مثلث 

 را به دست آورید.    MFب( طول  
 (F    وF   های بیضی هستند و کانونMF MF .) 

 
a  پاسخ: الف(  a

a b c c
b b

=  =
 = +  =

=  =

2 2 22 10 5 4
2 6 3

  

MOمیانه وارد بر یک ضلع MFFدر مثلث FF= =
1 4
2

 الزاویه است.قائم MFFرو است. در نتیجه مثلثنصف ضلع روبه 

MF  ب(  MF a MF MF + = =  = −2 1 10 
 MF MF FF MF ( MF) MF + =  + − =  = −2 2 2 2 2 210 8 5 7 
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)Aاگر نقطة  .10 , )2 yرأس سهمی و   3 =   ( 1/ 25معادلة خط هادی سهمی باشد، )   7
 الف( معادله سهمی را به دست آورید.  
 ب( مختصات کانون سهمی را بیابید.  

aپاسخ: الف( با استفاده از جایگاه رأس و خط هادی سهمی قائم در دستگاه مختصات خواهیم داشت: = 4 
x)دهانه سهمی رو به پایین است و معادله آن برابر است با ) ( )(y )− = − −22 4 4 3 

Fب( مختصات کانون سهمی برابر است با ( , )= −2 1  
واحد مفروض است فاصله کانونی این دیش    9واحد و گودی )عمق(    60ای به قطر  در یک دیش مخابراتی به شکل سهموی با دهانه دایره  .11

    ( 0/ 75را به دست آورید. ) 

bنماش دهیم. فاصله کانونی برابر hو گودی را با  b2پاسخ: اگر قطر دهانه دیش را با
a

h
=

24
16

 است.  

h bو 9= =2 )با جایگذاری در رابطه فوق داریم: 60 b)( b)
a

h ( )


= = =

2 2 60 60 25
16 16 9

 

))اگر رابطه فوق بصورت   )b
a

h ( )
= =

22 30
4 4 9

 نوشته شود درست است( 

  ( 1/ 5به سؤالات زیر پاسخ دهید. )  .12

yالف( اگر  b=   ای در فضای معادلة صفحهR3   باشد که از نقطهA ( , , )= −2 3  چقدر است؟   b، مقدار عددی  د بگذر   4

xمعادلات ب(  

y

=


=

0
0

 است؟   R3مربوط به کدام محور در دستگاه مختصات   

Bو نقطه   yozروی صفحه    3و ارتفاع    2به عرض    a، نقطه  R3پ( در فضای  ( , , )= − −4 6  را بیابید.   ABاند، مختصات وسط مفروض   3
bپاسخ: الف(  =  ها Zب( محور   3−
Aپ( نقطه ( , , )= 0 2 )برابر است با ABو مختصات وسط  3 , , )−2 4 0 

aاگر  .13 ( , , )= −1 3 4 ،b ( , , )= −3 4 cو   2 ( , , )= −1 1 bبر امتداد   aباشند، آنگاه تصویر قائم بردار   4 c+   ( .1/ 5را به دست آورید ) 

     
  پاسخ: 

a.(b c)
b c ( , , ) , a (b c) ( , , )

| (b c) |

+
+ = − = + = −

+ 2
352 3 6 2 3 6
49 

aبا این ویژگی که  3و  2، 1های بردارهایی باشند به ترتیب با طول  cو  bو  aاگر  .14 b c o+ + a.b، مقدار عددی عبارت = b.c c.a+ +  
  ( 1/ 25را به دست آورید. ) 

  پاسخ:  

| a b c | | o | | a | | b | | c | (a.b b.c c.a)+ + =  + + + + + =2 2 2 2 2 2 0 
 (a.b b.c c.a) (a.b b.c c.a) + + + + + =  + + = −1 4 9 2 0 7 

aبا هم موازی هستند، اگر و فقط اگر   bو   aثابت کنید دو بردار غیرصفر  .15 b o = ( .25 /1 )  
   : پاسخ

a b o | a b | | o | | a || b | sin =   =    = 0  

  |a| ,|b|
sin a || b

 
⎯⎯⎯⎯⎯→ = = = 

0 0 0 0 
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aسه بردار  .16 ( , , )= 2 3 bو   1 ( , , )= −1 1 cو   0 ( , , )= −2 1   ( 2اند. ) مفروض   2
 را به دست آورید.     cو   b−2الف( برداری عمود بر دو بردار 

 شود را به دست آورید.  تولید می   cو   a ،bالسطوحی که توسط سه بردار ب( حجم متوازی 

)  برابر است با:  cو b−2الف( برداری عمود بر دو بردار پاسخ: b) c ( , , ) ( , , ) ( , , )−  = −  − =2 2 2 0 2 1 2 4 4 6 
 برابر است با: cو bو aالسطوح تولید شده توسط سه بردارب( حجم متوازی

  | (a.(b c) | ( , , ).( , , ) = − − − =2 3 1 2 2 3 13 
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  ( 1های زیر را کامل کنید. ) عبارت  .1

rالف( اگر ماتریس  m − 
  

1
0 mیک ماترس همانی باشد حاصل   1 r+    .برابر با ................ است 

 شود.   تر می ب( اگر در بیضی خروج از مرکز به عدد صفر نزدیک شود کشیدگی بیضی کمتر شده و بیضی به ................ نزیدک 

)Aپ( نقطه  , )−1 xدر ................ دایره به معادله   2 y x y+ − + =2 2 2 2  قرار دارد.    0

 السطوح بنا شده توسط سه بردار برابر ................ است.  در یک صفحه باشند آنگاه حجم متوازی   cو   a ،bت( اگر سه بردار 
 ب( دایره پاسخ:  الف( دو 

 ت( صفر پ( داخل
  ( 1/ 5ی عبارات زیر را مشخص کنید، سپس شکل صحیح عبارت نادرست را بنویسید. ) درستی یا نادرست  .2

3یک ماتریس   Aالف( اگر  |و   3 A | = |باشد آنگاه   5 A | =2  است.    40
ای باشد که هر دو تکة بالایی و پایینی سطح مخروطی را قطع کند و شامل محور نباشد، در این صورت فصل مشترک صفحه  به گونه  Pب( اگر صفحة 

P    .و سطح مخروطی یک هذلولی است 

FMFˆبر بیضی مماس باشد، زاویه   Mدر نقطه    dب( در شکل روبه رو اگر خط   = باشد آنگاه اندازه زاویه   50 =  =  است.    60

iخارجی   ضرب حاصل   jو   iت( برای دو بردار واحد  j =  است.    0

  
 ب( درست پاسخ:  الف( درست 

پ( نادرست،  = = iت( نادرست، 65 j k =  

aاگر  .3
A

b

 
=  − 

4
Bو   1

− 
=   

1 2
3 Aرا طوری به دست آورید که   bو   aمقدار    2 B   ( .1ماتریس قطری باشد ) 

 پاسخ:

 a aa a
A B

b b b b

− =  =+ − + 
 =   − − − − =  =  

2 8 0 44 3 8 2
3 2 2 3 0 3

 

 

ijaAمربعی مرتبه سه به صورت   Aماتریس  .4


 =  3 ijکه   3

i j i j

a j i j

i j

+ =


= 
 0

Bو   

 
 = −
 
 

2 1 0
1 3 2
2 0 5

  ( 1/ 25باشد، )   

 را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید.    Aالف( ماتریس 
 را محاسبه کنید.    Bب( دترمینان ماتریس 

A سخ: الف( پا
 
 =
 
 

2 0 0
1 4 0
1 2 6

   

| ب( B | = 39 
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xدستگاه  .5 y

x y

+ =


+ =

2 4
7 4 15

  (  1/ 25را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید. )   

   پاسخ:  

x
x A B x . y

y

−      − 
=   =  = = =      −      

1 4 11 4 1 1 27 2 15 21
   

 ( 1/ 5متر باشد )بحث کنید(. ) سانتی   3به فاصله    Cبه یک فاصله و از    Bو    Aای بیابید که از اند. نقطه در صفحه مفروض   Cو   A ،Bنقاط  .6

    
به فاصخله    Cاسخت و مکان هندسخی نقاطی که از نقطه    ABخط اند، عمودمنصخف پارهبه یک فاصخله  Bو   Aپاسخخ: مکان هندسخی نقاطی که از 

و    Dو ایره جواب مسخئله اسخت. )نقاط    (d)اسخت، بنابراین نقطه برخورد خط عمودمنصخف  3و شخعاع    Cای به مرکز  واحد باشخد، دایره 3
E) 

 و دایره یکدیگر را در دو نقطه قطع کنند مسئله دو جواب دارد. (d)الف( اگر خط عمودمنصف 
 ماس شوند مسئله یک جواب دارد. ب( اگر م

 پ( در صورتی که یکدیگر را قطع نکنند مسئله جواب ندارد. 

  
)Oای را بنویسید که مرکز آن نقطه معادله دایره  .7 , )−1 xو بر خط   1 y− + =3 4 3   (   1مماس باشد. )   0

  پاسخ: 
| ( ) ( ) |

d
− − +

= = =

+2 2
3 1 4 1 3 10 2

53 4
 

 (x ) (y )− + + =2 21 1 4 
  ( 1/ 5است. )   6و    10در یک بیضی افقی به مرکز مبدأ مختصات طول قطرها برابر   .8

 الف( خروج از مرکز بیضی را بیابید.  
F)ها ب( مختصات کانون  ,F)   مختصات دو سر قطر بزرگ(A ,A)   و دو سر قطر کوچک(B ,B)    .را به دست آورید 

 پاسخ: الف(

  a a c
a b c c

b b a

=  =
 = +  =  =

=  =

2 2 22 10 5 44
2 6 3 5

 

 ب( 
 A( , ),A ( , ) F( , ),F ( , ) B( , ),B ( , )  − − −5 0 5 0 4 0 4 0 0 3 0 3 

yالف( معادله متعارف و فاصله کانونی سهمی به معادله  .9 y x− − + =2 2 8 9  ( 1/ 5را بیابید. )   0
 ب( مختصات رأس، کانون و معادله خط هادی سهمی را به دست آورید.  

y)پاسخ: الف( معادله متعارف سهمی ) (x )− = −21 8 aو فاصله کانونی 1 = 2  
)ب( رأس سهمی , )1 x، معادله خط هادی1 = )و مختصات کانون آن 1− , )3 1 
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روی سهمی وصل کرده و    Mبه نقطة دلخواه    Fرسم شده است. از کانون    dو خط هادی    Fو کانون    Aرو سهمی با رأس در شکل روبه  .10

  ( 1/ 25ایم. ) عمود کرده   dرا بر   M ،MTقطع کند و از نقطة   Nرا در   dایم تا خط امتداد داده 

FNثابت کنید  NT

FA TH
=
2 

  
MFTپاسخ: روش اول: بنا به تعریف سهمی MF MT=

W±X¶
ˆالساقین است.متساوی  ˆMTF TFM= (1) 

FHاز طرفی بنا به خطوط موازی || MT  و موربFT شودنتیجه میˆ ˆMTF TFH= (2) 
 داریم: FHNنیمساز است. بنا به قضیه نیسماز در مثلث  TFشود ( نتیجه می2( و )1از )

 FH FANF NT NF NT NF NT

FH TH FA TH FA TH

= 
= ⎯⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯→ =

2 2 2
2

 

FHروش دوم: || MT  با توجه به قضیه تالس در مثلثNHF: 

 
MT MF

NM NT

MF TH

MT NM NF NM

FH NF FH MF

=

=

= ⎯⎯⎯⎯⎯→ =

FH FA NF NT

FA TH

=




⎯⎯⎯⎯⎯→ =




2
2

 

 NF NT

FA TH


⎯⎯→ =

2 2 

xشکل کلی )نمودار( مربوط به رابطه  .11 y 2     ( 0/ 5را رسم کنید. )   2
 پاسخ: رسم نمودار
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  ( 1/ 5با توجه به شکل، به سوالات زیر پاسخ دهید. )  .12

xکه معادله آن به صورت مقابل مشخص شده را بنویسید. الف( نام وجه از شکل   , y , z=    2 0 4 0 3 
 را بنویسید.    ADخط )یال( ب( معادلات مربوط به پاره 

 را بنویسید.    Dپ( مختصات نقطه  
 باشد و مکعب مستطیل را نصف کند.    xozای را بنویسید که موازی با صفحه  ت( معادله صفحه 

  

ب(   CDFGپاسخ: الف(  
x

y

z

 


=
 =

0 2
4
3

 

)Dپ( , , )2 4 yت(   3 = 2 
aسه بردار  .13 i j k= + −2 3 ،b i k= cو   + ( , , )= 0 2   (   1/ 75در نظر بگیرید. )   1

 را بیابید.    cosباشد،   برابر با   bو   aالف( زاویه بین دو بردار 

bبر   aب( تصویر قائم بردار  c−   ( .1/ 75را به دست آورید ) 

a پاسخ: الف(  ( , , ),b ( , , )= − =2 3 1 1 0 1 

 a.b | a || b | cos cos cos=  =   =
11 14 2

2 7
 

a.d ب( 
d b c ( , , ) a d ( , , )

| d |

−
= − = −  = = −2

41 2 0 1 2 0
5

 

|اند به طوری که مفروض   bو   aدو بردار  .14 a |= |و   6 b | = |درجه است، مقدار عبارت   30و زاویه بین آنها    4 a b |2   ( .1را محاسبه کنید  )
    

 پاسخ: 

 | a b | | a || b | sin ( )( )( ) = = =
12 2 30 2 6 4 24
2

 

Aاگر  .15 ( , , )= −2 1 Bو   3 ( , , )= 3 1 Cو   4 ( , , )= −1 1 را با استفاده از ضرب خارجی    ABCباشند، مساحت مثلث    ABCسه رأس مثلث    0
  ( 1/ 5بردارها به دست آورید. ) 

  : پاسخ

 AB ( , , ) , AC ( , , )= = − −1 2 1 3 2 3  
  

ABC

AB AC ( , , ) , S | AB AC | = − =  =
18 0 8 4 2
2

 

a.bبر هم عمودند اگر و فقط اگر   bو   aثابت کنید دو بردار   bو   aبرای دو بردار غیرصفر  .16 = 0 .  
  پاسخ:  

|a| ,|b|
a b | a || b | cos cos

  
 = ⎯→  = ⎯⎯⎯⎯→  = ⎯→ =

0 00 0 0
2
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  ( 0/ 75جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. )  .1

ijaAالف( در ماتریس 


 =  4 ijکه در آن   3
i

a
j

=
−

2
1

 برابر است با: ................    Aباشد، درایه واقع در سطر سوم و ستون دوم ماتریس   

Aب( اگر 

− 
 = −
 − 

2 0 0
1 4 0
0 1 1

|باشد، مقدار    A  برابر است با ................ .   −|

).kباشند، حاصل   3بردارهای یکه در فضای   kو   i ،jپ( اگر  i j)     . ................ برابر است با 
 1پ(                                                     8−ب(6پاسخ:  الف( 

  ( 1درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. )  .2
 الف( هر ماتریس اسکالر یک ماتریس قطری است.  

xب( معادله ضمنی  y ax by c+ + + + =2 2 aمعادله یک دایره است اگر و تنها اگر   0 b c+ 2 2  باشد.   4
 شود.  خط می پ( در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر یک باشد بیضی تبدیل به یک پاره 

a.bداشته باشیم   bو   aت( اگر برای دو بردار غیرصفر  | a || b در این صورت   =|
 =

2
 است.(   bو   aزاویه بین دو بردار   است )   

 ب( نادرست پاسخ:  الف( درست 
  ت( نادرست پ( درست 

Aاگر  .3
 

=  − 

2 4 1
1 3 Bو   2

− 
 =
 
 

1 1
0 1
2 3

 ( 1/ 25را به دست آورید. )   BAباشد، دترمینان ماتریس   

 BA

− −   
    = = − −    

   

1 1 3 1 12 4 10 1 1 3 21 3 22 3 1 17 8
 

 | BA | ( ) ( ) ( )= − − − − − =3 10 1 10 1 20 0 

Aاگر  .4
 

=  − 

0 2
1   ( 1/ 5را به دست آورید. )   A7باشد، ماتریس   0

  پاسخ: 

A I
−     

= = = −     − − −     

2 0 2 0 2 2 0 21 0 1 0 0 2 

 A ( ) .A ( I) .A
 

= = − = −  − 

7 2 3 3 0 22 8 1 0 
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Aهای اگر ماتریس  .5

 
 = −
 
 

1 0 2
0 1 1
2 1 0

و   
a b

B

a b

+ 
 = −
 − + 

2 2
2 2 1
2 1 4

Aرا چنان بیابید که داشته باشیم   bو    aباشند، مقادیر     B O− =2

 ( .O   ( )1/ 25ماتریس صفر است  )  
  پاسخ:  

 
a b

A B

a b

+   
   = → =− −
   − − +   

2
5 2 2 2 2
2 2 1 2 2 1
2 1 5 2 1 4

   

 a b
a , b

a b

+ =
 = =

+ =

5 0 5
4 5

 

  (  1/ 25جواب دستگاه زیر را در صورت وجود، با استفاده از ماتریس وارون بیابید. )  .6

 x y

x y

− = −


+ =

3 5 1
2 8

 

 پاسخ:

  A | A | , A−−   
=  =  =   −   

1 13 5 1 513 02 1 2 313
 

 x x

y y

=    −   
= =        − =       

3 31 1 5 1
2 3 8 2 213

 

 ( 1/ 5متر باشد. )بحث کنید( ) سانتی   3به فاصله    Cبه یک فاصله و از    Bو    Aای بیابید که از اند. نقطه در صفحه مفروض   Cو   A ،Bنقاط  .7

     
  3به فاصخله    Cنقطه   و مکان هندسخی نقاطی که از  ABخط  اند، عمودمنصخف پارهبه یک فاصخله Bو   Aپاسخخ: مکان هندسخی نقاطی که از 

 ( Eو  Dو دایره جواب مسئله است. )نقاط   (d)است؛ بنابراین نقطه برخورد خط عمودمنصف   3و شعاع    Cای به مرکز  واحد باشد، دایره
و دایره یکدیگر را در دو نقطه قطع کنند مسخئله دو جواب دارد و اگر مماس شخوند مسخئله یک جواب دارد و در   (d)اگر خط عمودمنصخف  

 ورتی که یکدیگر را قطع نکنند مسئله جواب ندارد. ص

  
)Oای را بنویسید که مرکز آن معادله دایره  .8 , )−2 xبوده و بر دایره به معادله   2 y x y+ + − =2 2 2 4   ( 1/ 5مماس خارج باشد. )   4

  پاسخ: 

 (x ) (y ) O ( , ) , r + + − =  − =2 21 2 9 1 2 3 
  OO r r r = + =  + =  =2 23 4 5 5 2 

  (x ) (y )− + + =2 22 2 4 
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xوضعیت خط  .9 y+ =3 xرا نسبت به دایره   0 y x y+ − − + =2 2 4 4 7  ( 1/ 25مشخص کنید. )   0
 پاسخ: 

  (x ) (y ) O( , ) , r− + − =  =2 22 2 1 2 2 1 

|خط و دایره نقطه برخورد ندارند    ( ) |
d d r

+
= =  

3 2 2 8
10 10

 

واحد است. در صورتی که بدانیم مثلث   4ای قرار دارد که فاصله آن تا مرکز بیضی برابر  واحد به گونه   10و    6روی بیضی به اقطار    Mنقطه   .10
MFF   الزاویه است، طول قائمMF  ( .را به دست آوریدF   وF   کانون .)های بیضی هستند  

  
 : پاسخ

 c a b c= − = − =  =2 2 2 25 9 16 4 
 MF MF a MF MF + = =  = −2 10 10 

 (MF) (MF ) (FF ) (MF) ( MF) MF + =  + − =  = 2 2 2 2 2 210 8 5 7 
yسهمی  .11 x= −2 4 کنیم، معادله دایره را بنویسید و سپس  ای رسم می واحد دایره   3مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع    4

    ( 1/ 75مختصات نقاط برخورد دایره و سهمی را بیابید. ) 
 پاسخ: 

 y (x ) S( , ) , a , F( , )= − → =2 4 1 1 0 1 2 0 

 y x
(x ) y , x

y x x

 = −
− + =  = 

 = − + +

2
2 2

2 2
4 42 9 3

4 5
 

 M( , ) , M ( , ) −3 2 2 3 2 2 
zهایی از صفحات به معادلات در شکل مقابل، قسمت   های مکعب مستطیل مشخص شده، وجه  .12 = 2 ،x= 0،y = 4 ،y = 0،x = zو   3 = 0  

  ( 1/ 5هستند. ) 
 را مخص کنید.    Aالف( مختصات نقطه  

 را بنویسید.    CDFGو وجه   ADب( معادلات مربوط به یال 

  
)Aپاسخ: الف(  , , )0 4 3  

ب(
x

CDFG : y

z

=

 

  

2
0 4
0 3

            

x

AD: y

z

 


=
 =

0 2
4
3

 

  



  

 

 

 ( ریاضی)ویژه رشته  هندسه 20

 
 

aبردارهای  .13 ( , , )= 1 2 bو   3 ( , , )= −2 0   (   1/ 5اند: ) مفروض   2
 را به دست آورید.    bبر امتداد بردار   aالف( تصویر قائم بردار 

aب( طول بردار  b−2    .را محاسبه کنید 
 پاسخ: الف(

 a.b ( , , ).( , , )
a b ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ).( , , )b.b

− − +
 = = − = − = −

− − +

1 2 3 2 0 2 2 62 0 2 2 0 2 1 0 1
2 0 2 2 0 2 4 4

 

  ب(

a b ( , , ) ( , , ) ( , , ) , | a b |− = − − = − = + + =2 2 1 2 3 2 0 2 4 4 4 2 16 16 16 48 
Aاگر  .14 ( , , )= −1 2 Bو   0 ( , , )= −1 0 Cو   1 ( , , )= −0 1 را با استفاده از ضرب خارجی    ABCباشند، مساحت مثلث    ABCسه رأس مثلث    1

  (  1/ 5بردارها به دست آورید. ) 
   

 پاسخ: 

  AB ( , , ) , AC ( , , )= − − = −2 2 1 1 3 1  

  S | AB AC | ( , , ) |=  = − − − = + + =
1 1 1 15 3 4 25 9 16 50
2 2 2 2

 

aاگر بردار  .15 (a ,a ,a )= 1 2 a.aباشد، ثابت کنید   3 | a |= 2   (1 )  
  : پاسخ

 a.a a a a a a a a a a | a |= + + = + + =2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 2 3 
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  ( 1جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. )  .1

 ها خاصیت جابجایی ................ .  ضرب ماتریس الف( حاصل 
نیز موازی نباشد و تنها یکی از دو نیمه مخروط را قطع کند، فصل    (d)عمود نباشد و با مولد آن    (I)بر محور سطح مخروطی    Pب( در حالتی که صفحة  

 مشترک حاصل یک ................ خواهد بود.  

yپ( رأس سهمی به معادله  x y+ − =2 2 2  نقطه به مختصات ................ است.   0

 که با هم موازی هستند، برابر بردار ................ است.    bو   aدو بردار غیرصفر   جی ضرب خار ت( حاصل 
 ب( بیضی                                                    پاسخ:  الف( ندارد

)پ( , )
1 1
2

 ت( صفر 

  ( 1درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. )  .2
ABداشته باشیم   Cو    A ،Bهای متمایز  الف( اگر برای ماتریس  AC=  آنگاه لزوما ،B C=    .است 

 باشد.  اند، نیمساز زاویه بین آن دو خط می به یک فاصله   dو   dب( مکان هندسی نقاطی از صفحه که از دو خط متقاطع  

)( نقطه پ  , )−3 xروی دایره   2 y x+ + =2 2 2  قرار دارد.    0

a.(a، حاصل bو   aت( برای دو بردار غیرصفر  b) =  است.    0
 ب( درست پاسخ:  الف( نادرست 

  ت( درست پ( نادرست 

ijaAاگر  .3  =     یک ماتریس3 ijهای با درایه   3

i j i j

a i j

i j i j

− 


= =
 + 

aهای باشد، درایه   2 ,a ,a12 31  ( 0/ 75را به دست آورید. )   33

 a , a , a= = + = = − = −33 31 122 3 1 4 1 2 1 
  را از معادله زیر به دست آورید.   yو    xمقادیر   .4

    x y
 

 = − − 

2 42 4 20 1 

  پاسخ: 

   
x x

x x y
x y y

=  =
= − − 

− = −  =

2 4 2
2 4 2 4 2

4 2 2 8
 

aاگر   .5
A

b

 
=  − 

4
Bو   1

− 
=   

1 2
3 Aرا طوری به دست آورید که   bو    aمقادیر    2 B   ( .1ماتریس قطری باشد  )  

  پاسخ:  

 a a aa a
A B

b b b b

− =  =  =+ − + 
 =   − − − − =  =  

2 8 0 2 8 44 3 8 2
3 2 2 3 0 3

   

  

99سال  دیامتحان   
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  ( 1/ 5حل کنید. )   A−1دستگاه مقابل را با استفاده از  .6

 x y

x y

− = −


+ =

3 5 1
2 8

 

 پاسخ:

  A , | A | A , B−− −     
= = + =  = =     −     

1 13 5 1 5 13 10 132 1 2 3 813
 

 x x
X A B

y y

− − + =      −   
= =  =  = =          − + =         

1 1 40 3 31 11 5 1
2 3 8 2 24 2 213 13

 

Aاگر  .7

 
 =
 − − 

2 3 2
1 2 3
1 2 1

Bو   

 
 = −
 
 

3 0 0
0 1 0
0 0 2

3ماتریس همانی   I3و     ( 1/ 25باشد، حاصل عبارت زیر را به دست آورید.)   3

 | A B | | I | + =32 
   پاسخ: 

| A | ( ) ( ) , | B |= − − − − − + = − + = = −4 9 4 4 12 3 9 13 4 6 
  | A B| | I | | A | | B| | I | + =  + = − + = −32 8 24 8 16 

متر باشد. بحث  سانتی   3به فاصله    dمتر و از خط  سانتی   2به فاصله    Aای را بیابید که از  اند. نقطه در صفحه مفروض   dو خط    Aنقاط   .8
  (   1/ 5کنید. ) 

متر اسخت این دایره را رسخم سخانتی 2و شخعاع    Aمتر باشخد یک دایره به مرکز  سخانتی 2به فاصخله   Aپاسخخ: مکان هندسخی نقاطی که از 
ن دو خط را رسخم  اسخت ای dو به موازات   dدر طرفین خط  dو dمتر باشخد دو خطسخانتی 3به فاصخله   dکنیم. نقاطی که از خط می
 با دایره مطابق شکل جواب مسأله است.  dو dکنیم محل برخورد دو خطمی

 جواب دارد.  2دایره را قطع کند مسأله  dیا dاگر یکی از دو خط 
 جواب دارد.  1بر دایره مماس باشد مسأله  dیا d اگر یکی از دو خط

 دایره را قطع نکند مسأله جواب ندارد. dیا dاگر هیچ یک از دو خط 

  
بنویسید که خطوط معادله دایره  .9 xای را  y+ xو   1= y− = xشامل قطرهایی از آن بوده و خط   3 y+ = −4 3 باشد.    5 بر آن مماس 
 (25 /1 )  

x  پاسخ:  y x | ( ) ( ) |
, r

x y y

+ = =  + − +
 = = = 

− = = −  +2 2
1 2 4 2 3 1 5 10 2
3 1 54 3

 

)Oمرکز دایره , )−2 rو شعاع آن برابر 1 = x)است. معادله دایره برابر با 2 ) (y )− + + =2 22 1  است.  4

x)وضعیت دو دایره  .10 ) y− + =2 21 xو   1 (y )+ −2  ( 2را نسبت به هم مشخص کنید. )   21

xدایره پاسخ: مرکز و شعاع (y )+ − =2 21 Oبرابر است با: 1 ( , ), r= =1 0 xو مرکز و شعاع دایره 1 (y )+ −2 rبرابر  21 ,o ( / ) = =1 0 1 
OOفاصله دو مرکز برابر = 2،r r+ = rو 2 r− = 0 

| r r | OO r r  −     اند. ، بنابراین دو دایره متقاطع+
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AFاند. اگر های بیضی کانون   Fو   Fمطابق شکل روی بیضی و نقاط    Bو    Aدو نقطه   .11 BF   BFو   AFخط  باشد ثابت کنید دو پاره   =
  ( 1اند. ) موازی 

  
AF (1روی بیضی قرار دارد بنا به تعریف بیضی ) Aکنیم، نقطه های بیضی وصل میرا به کانون Bو  Aپاسخ: نقاط  AF a+ = 2 

BF( 2روی بیضی قرار دارد ) Bنقطه  BF a+ = 2 
||AFاندرو موازیهای روبهالاضلاع، ضلعالاضلاع است در متوازییک متوازی AFBFبنابراین چهارضلعی BF 

  
)Aمعادله سهمی را بنویسید که  .12 , )1 )Fرأس و   2 , )−1     ( 1/ 25کانون آن باشد، و سپس معادله خط هادی آن را بیابید. )   2

 توجه به جایگاه رأس و کانون این سهمی در دستگاه مختصات خواهیم داشت: پاسخ: با 
aسهمی رو به پایین و = 4 

x)معادله سهمی:  ) (y )− = − −21 16 yمعادله خط هادی: 2 = 6 

Aنقاط  .13 ( , , )= 1 2 Bو   1 ( , , )= 2 2 Cو   1 ( , , )= −3 2 yها روی خط گیریم، کدام را در فضا در نظر می   1

z

=


=

2
1

  ( 1قرار دارند؟ چرا؟ )   

y، زیرا در این دو نقطهBو  Aپاسخ: الف( نقاط  = zو 2   باشد. می 1=
aدو بردار  .14 ( , , )= −1 2 bو   1 ( , , )= −0 2   (   1/ 5را در نظر بگیرید. )   1

 واقع است؟ )شماره ناحیه ذکر شود(    3در کدام ناحیه از فضای   aالف( بردار 

aب( طول بردار  b−2     .را به دست آورید 
 واقع است.  5در ناحیه  aپاسخ: الف( بردار

a ب( b ( , , ) | a b |− = −  − = + + = =2 2 2 1 2 4 4 1 9 3 
a.bثابت کنید اگر   bو   aبرای هر دو بردار غیرصفر  .15 =   ( 1بر هم عمودند. )   bو   aباشد آنگاه   0
   

 پاسخ: 

  |a|,|b|
a.b | a || b | cos cos

 
=   = ⎯⎯⎯⎯→  =  =

00 0 0
2

  

aبردارهای  .16 ( , , )= −2 1 bو   2 ( , , )= −1 1   ( 1بیابید. )   bرا بر امتداد بردار   aرا در نظر بگیرید. تصویر قائم بردار   0
  : پاسخ

 a.b
a b ( , , ) ( , , )

| b |

+ +
 = = − = −

+ +2
2 1 0 31 1 0 1 1 0
1 1 0 2 

aالاضلاعی را به دست آورید که توسط دو بردار مساحت متوازی  .17 ( , , )= 3 2 bو   1 ( , , )= 2 0   (  1آید. ) به وجود می   1
 پاسخ: 

  a b ( , , ) ( , , ) ( , , ) =  = − −3 2 1 2 0 1 2 1 4 
  S | a b |=  = + + =4 1 16 21 
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  ( 1درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. )  .1

2دو ماتریس   Bو    Aالف( اگر  |باشند آنگاه   2 AB | | A || B |= 
 عمود باشد و از رأس آن عبور نکند، فصل مشترک حاصل یک دایره خواهد بود.    (I)بر محور سطح مخروطی    Pب( در حالتی که صفحة  

 شود.  خط می پ( در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر صفر باشد بیضی تبدیل به یک پاره 
)ت( نقطه با مختصات  , , )− −2 3  محورهای مختصات سه بعدی واقع است.     5در ناحیه )کنج( شماره    4

 ب( درست سخ: الف( درست پا
 ت( نادرست پ( نادرست 

  ( 1جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. )  .2
 شود.  الف( هر آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی، شامل تعداد سطر و ستون ................ نامیده می 

................ داشته باشند و همچنین هر نقطه که آن ویژگی را داشته   ب( مکان هندسی، مجموعة نقاطی از صفحه )یا فضا( است که همة آنها یک ویژگی 
 باشد عضو این مجموعه باشد.  
 در ................ بیضی است.    Aاز دو کانون بیضی بیشتر از طول قطر بزرگ بیضی باشد، نقطه    Aپ( اگر مجموع فواصل نقطه  

a.bداسته باشیم   bو   aت( اگر برای دو بردار  | a || b  برابر ................ است.    bو   a، در این صورت زاویه بین دو بردار =|
 ب( مشترک                                                    پاسخ:  الف( ماتریس

  ت( صفر پ( خارج

xاگر  .3
A

z

 
=   

2 5
xو   1 y

B
+ 

=  − 

3 2
2 Aو   1 B=   در این صورت حاصلx y z+ +2  ( 1/ 25را به دست آورید. )   3

 x x y
A B

z

+   
= → =   −   

2 5 3 2
1 2 1 

 
x

x
x y zx y

yz

= 
= − 

   + + =+ = 
  == − 

2 3 3 12 32 5 2 222
 

اگر  .4 A i j


= − 3 22 iو   3 j
B

i j
− 

= 
=

2 3
1

  ( 2را به دست آورید. )  ABباشد، دترمینان ماتریس   0

  پاسخ: 

B , A

− − 
− −   = = − − −   

 

1 40 1 1 1 21 0 1 3 0
 

 AB

− −   
− −    = =− − − −     − −   

1 4 4 1 50 1 11 2 2 1 11 0 13 0 0 3 3
 

 | AB | ( ) ( ) ( ) = − − + − =4 6 1 6 5 6 0 
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xرا ماتریس معلومات دستگاه دو معادله و دو مجهولی   Bرا ماتریس مجهولات و   Xرا ماتریس ضرایب و    Aاگر ماتریس   .5 y

x y

− =

− + =

2 4
4 3 2

  

AXدر نظر بگیریم، از تساوی  B=   ماتریسX   ( .1/ 5را به دست آورید  )  
   پاسخ:  

x
A , X , B X A B

y

−       −   
= = =  = = =          −          

14 4 712 1 3 1
4 3 4 22 2 102

   

3ماتریس   Aاگر   .6 |باشد،   3 A | = |باشد، آنگاه حاصل   4 A | A   ( 0/ 75را به دست آورید. )   ||
 پاسخ: 

 | A | A || | A | | A |= = =3 44 4 4 
)Oای را بنویسید که مرکز آن معادله دایره  .7 , )2 )Mبوده و   3 , )1   (  1یک نقطه از آن باشد. )   1

  پاسخ: 

 R OM ( ) ( )= = − + − =2 21 2 1 3 5 
  (x ) (y )− + − =2 22 3 5 

)Aدر نقطه  .8 , )2 xروی دایره به معادله   3 y x y+ − − =2 2 2 2 ایم، معادله این خط مماس را به دست آورید.  مماسی بر دایره رسم کرده   3
 (5 /1   )  

 پاسخ

 : x y x y (x ) (y ) O ( , )+ − − =  − + − =  =2 2 2 22 2 3 1 1 5 11 

OAm
−

= =
−

3 1 2
2 1

mشیب خط مماس 
m

−
 = =

1 1
2

 برابر است با: 

 y (x )
−

− = −
12 3
2

 

  ( 1/ 25چند درجه است؟ )   FBFˆاگر در بیضی طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک باشد، اندازه زاویه  .9

  
   پاسخ: 

a b c a b b b b c b= → = − = − =  =2 2 2 2 2 22 4 3 3 

  OF c b
tanB B

OB b b
= = = =  =1 1

3 3 60 

  ˆFBF =  =2 60 120 
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OAرو روبه در بیضی   .10 OA a= =،BB OB b= OFو   = OF c= b، ثابت کنید = c a+ =2 2 2   (25 /1 ) 
 

  
BFروی بیضی است Bپاسخ: نقطه  BF a+ = 2 

BFقرار دارد FFخطروی عمودمنصف پاره Bاز طرفی نقطه  BF= بنابراینBF BF a= =  
OB  داریم: OFBالزاویه در مثلث قائم  OF BF b c a+ =  + =2 2 2 2 2 2  

yسهمی  .11 x y= +2 2   ( 2را در نظر بگیرید. )   4
 می را به دست آورید.  الف( مختصات رأس، کانون و خط هادی سه 

 ب( نقاط برخورد سهمی با محورهای مختصات را به دست آورید.  
 پاسخ: 

 y x y (y ) (x )= +  − = +2 22 4 2 2 2 

a( پارامتر سخهمی  -2و2سخهمی افقی رو به راسخت ،راس سخهمی نقطه ) نوع =
1
2

)سخهمی برابر با  مختصخات کانون , )−
3 2
2

معادله خط هادی    

xبرابر است با
−

=
5
2

)ها برابر است باyاست و مختصات نقاط برخورد با محور   , )0 )و 0 , )0 )هاxو محور  4 , )0 0 

مفروض است، فاصله وسط    4و ارتفاع    3−با عرض   yozدر صفحه    Bو نقطه   2ها به طول  xر روی محو   Aالف( در فضای سه بعدی نقطه   .12
    تا مبدأ مختصات را به دست آورید.   ABخط پاره 

 کند را به دست آورید.  متر باشد طول قطر اتاق که دو نقطه مقابل را به هم وصل می   3متر و    5متر و    4ب( اگر طول و عرض و ارتفاع اتاقی  
Aپاسخ: الف( ( , , )= 2 0 Bو 0 ( , , )= −0 3 4 

)برابر است با  ABخط مختصات وسط پاره  )
M ( , , ) ( , , )

+ + − + −
= =

2 0 0 3 0 4 31 2
2 2 2 2

 

 OM = + + =
9 291 4
4 4

 

+ب( + =2 2 23 4 5 5 2  
aبردارهای  .13 ( , , )= −2 1 bو   2 ( , , )= −1 1   را در نظر بگیرید.    0

 را به دست آورید.    bو   aالف( زاویه بین دو بردار 

 پیدا کنید.    bو   aب( برداری عمود بر دو بردار 

a.b  پاسخ: الف( 
a.b cso

| a || b |
= + + =   = = =  =

3 12 1 0 3 45
3 2 2

  

aب( بردار عمود بر دو بردار  b   a b ( , , ) ( , , ) ( , , ) = −  − = −2 1 2 1 1 0 2 2 1 
|اند به طوری که مفروض   bو   aبردارهای  .14 a |= |و   3 b | = |و   26 a b | = را به    a.bاگر زاویه بین بردارها کمتر از قائمه باشد، مقدار   72

  (   1/ 5دست آورید. ) 
  پاسخ:  

| a b | | a || b | sin ( )sin =  =  =
1272 3 26
13

  

 cos a.b | a || b | cos ( ) =  =  = =
5 53 26 30
13 13
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  ( 0/ 75جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. )  .1

Aالف( اگر 

 
 = −
 
 

2 0 0
0 3 0
0 0 5

|باشد، مقدار    A  برابر است با ................ .   |

ب( مکان هندسی نقاطی از صفحه که از یک خط ثابت در آن صفحه و از یک نقطه ثابت غیر واقع بر آن خط در آن صفحه به یک فاصله باشند را  
 نامیم. ................ می 

a.bداسته باشیم   bو   aپ( اگر برای دو بردار  | a || b  برابر ................ است.   bو   a، در این صورت زاویه بین دو بردار =|
 ب( سهمی                                                    30−پاسخ:  الف( 

  پ( صفر 
  ( 0/ 75درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. )  .2

axالف( در دستگاه  by c

a x b y c

+ =

  + =

a، اگر  b
A

a b

 
=    

|ماتریس ضرایب باشد و    A |  لت دستگاه هیچ جوابی ندارد.  ، در این حا 0

 عمود باشد و از رأس آن عبور نکند، فصل مشترک حاصل یک دایره خواهد بود.    (I)بر محور سطح مخروطی    Pب( در حالتی که صفحة  

aداریم   3در   aپ( برای بردار غیرصفر  a o = 
 ب( درست                                                     پ( درست پاسخ: الف( نادرست 

xاگر  .3
A

z

 
=   

2 5
xو   1 y

B
+ 

=  − 

3 2
2 Aو   1 B=   در این صورت حاصل(x y z)+  ( 1/ 25د. ) را به دست آوری   +

 
x x

A B y x y z
x y

z


=  =


=   =  + + =

+ =

 = −

32 3
2 322 5 2

2

 

ijaAاگر ماتریس  .4


 =  3 ijکه   3

i i j
a i j i j

j i i j

 − =
=  − 
 − 

2 1
Bو   

 
 = −
 
 

2 1 0
1 3 2
2 0 5

  ( 2باشد، )   

Aالف( حاصل ماتریس  B    .را به دست آورید 
 را به دست آورید.    Bب( دترمینان ماتریس 

  پاسخ: الف( 

A , A B
       
       =  =  =−
       
       

0 1 2 0 1 2 2 1 0 3 3 12
1 3 1 1 3 1 1 3 2 1 10 11
2 1 8 2 1 8 2 0 5 19 5 42

 

 ب(
 | B | ( ) ( ) ( )= − − + − =2 15 1 9 0 6 39 

mرا طوری بیابید که ماتریس   mمقدار   .5
A

 
=   

4
1   (  0/ 75پذیر نباشد. ) وارون   2

|  پاسخ:   A | m m=  − =  =0 2 4 0 2   
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xدستگاه  .6 y

x y

− =

− + =

3 4 1
2 1

  ( 1/ 5را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید. )   

 پاسخ:

  A , | A | A−−   
= =  =   −   

1 13 4 2 421 2 1 32
 

 x
x ,y

y

      
= =  = =            

1 31 2 4 3 21 3 1 22
 

متر باشد )بحث کنید(.  سانتی   3به فاصله    Cبه یک فاصله و از نقطه    Bو    Aای بیابید که از  اند. نقطه در صفحه مفروض   Cو    A  ،Bنقاط   .7
 (5 /1  )  

نامیم،  می dکنیم و خط اسخت این خط را رسخم می  ABخط  به یک فاصخله باشخند عمودمنصخف پاره Bو   Aپاسخخ: مکان هندسخی نقاطی که از 
متر اسخت، این دایره را رسخم سخانتی 3و شخعاع   Cیک دایره به مرکز  متر باشخند  سخانتی 3به فاصخله    Cمکان هندسخی نقاطی که از نقطه  

 جواب مسأله است.  dکنیم محل برخورد دایره و خط می
 جواب دارد.  2دایره را قطع کند مسئله  dبحث: اگر خط 

 جواب دارد.  1بر دایره مماس باشد مسئله  dاگر خط 
 دایره را قطع نکند مسئله جواب ندارد.  dاگر خط 

)Oای را بنویسید که نقطه ادله دایره مع  .8 , )−2 )Mمرکز آن و   3 , )−1   ( 1یک نقطه از آن باشد. )   1
  پاسخ:  

r OM ( ) ( ) (x ) (y )= = + + − − =  + + − =2 2 2 21 2 1 3 5 2 3 25 

xوضعیت خط  .9 y+ = xو دایره   2 y+ =2 2   ( 1/ 25را نسبت به هم مشخص کنید. )   2
 پاسخ:

 x y | ( ) ( ) |
x y O( , ) , r d r

+ − = + −
+ =  = ⎯⎯⎯⎯⎯→ = = =

+

2 02 2 1 0 1 0 22 0 0 2 2
1 1

 

 خط بر دایره مماس است. 
کوچکتر از قطر   Fو  Fاز    Aاند. ثابت کنید مجموع فواصل نقطه های بیضی کانون  Fو  Fداخل بیضی و نقاط  Aدر شکل مقابل نقطه  .10

 ( 1/ 25بزرگ بیضی است. ) 

  
Fخطپاسخخ: پاره A  دهیم تا بیضخی را در نقطه  را ادامه میM   قطع کندM    را بهF کنیم. نقطه  وصخل میM    روی بیضخی قرار دارد بنا به

MFتعریف بیضی داریم: MF a + = 2 

MAFدر مثلث


AFبنا به قضیه نامساوی مثلثی داریم:  MA MF + 
AF  کنیم. را اضافه می  AFبه طرفین نامساوی مقدار  AF (MA AF ) MF MF MF a  +  + + = + = 2 
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  ( 1/ 25مفروض است، خروج از مرکز بیضی را به دست آورید. )   10و    6بیضی با قطرهای   .11

 پاسخ:

  a a c
, a b c c ,

b b a

=  =
= +  = =

= → =

2 2 22 10 5 44
2 6 3 5

 

)Aاگر نقطه  .12 , )2 yرأس سهمی و   3 =     (  1/ 25معادله خط هادی سهمی باشد. )   7
 الف( معادله سهمی را بنویسید.  

 ب( مختصات کانون سهمی را به دست آورید.  
aپخاسخخخخ: الف( بخا توجخه بخه جخایگخاه رأس و خط هخادی، دهخانخه سخخخهمی رو بخه پخایین اسخخخت و = ، پس معخادلخه سخخخهمی بخه صخخخورت  4

(x ) (y )− = − −22 16 3 
Fب( مختصات کانون سهمی برابر ( , )= −2 1 

)Aنقاط  .13 , , )3 1 )Bو   2 , , )−3 2   (  1/ 25اند، ) مفروض   3در   2
 را به دست آورید.    ABخط الف( طول پاره 

 را بنویسید.     ABخط ب( معادلات مربوط به پاره 
  پاسخ: الف( 

 | AB| ( ) ( ) ( )= − + − − + − =2 2 23 3 2 1 2 2 3  
 ب(

  
x

y

z

=

−  
 =

3
2 1
2

 

  (         1/ 25شود. ) می   a، برابر خود bبر امتداد   aدر یک راستا باشند آنگاه تصویر قائم   bو   aثابت کنید اگر دو بردار  .14
a پاسخ:   rb=  

 a.b (rb).b r | b |
a b b rb a

| b | | b | | b |
 = = = = =

2
2 2 2 

iباشند، حاصل   3بردارهای واحد در   kو   jو   iاگر  .15 .( j k)   ( .1را به دست آورید         )  

).i پاسخ:   j k) i.(i ) | i | = = =2 1  
aسه بردار  .16 ( , , )= 2 3 bو   1 ( , , )= −1 1 )cو   0 , , )−2 1   (        2اند. ) مفروض   2

aالف( برداری عمود بر دو بردار  b+   وc    .را به دست آورید 

 شود را به دست آورید.  تولید می   cو   bو   aالسطوحی که توسط سه بردار ب( حجم متوازی 

aپاسخ: الف( برداری عمود بر دو بردار b+ وc :برابر است با (a b) c ( , , ) ( , , ) ( , , )+  =  − = − −1 4 1 2 1 2 9 4 7  
 برابر است با: cو bو aالسطوح تولید شده توسط سه بردارب( حجم متوازی

 | (a.(b c) | ( , , ) ( , , ) =  − − − = −2 3 1 2 2 3 13 
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  ( 1جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. )  .1

Aالف( در ماتریس قطری 
m

 
=  − 

3 0
1  برابر ................ است.   mمقدار    4

3یک ماتریس   Aب( اگر   |و   3 A | = |باشد آنگاه   5 A |
1
2

 برابر ................ است.    

 ........ است.  پ( اگر طول قطر بزرگ بیضی دو برابر فاصله کانونی آن باشد، خروج از مرکز بیضی برابر ........ 
به یک   ت( سهمی مکان هندسی نقاطی از یک صفحه است که از یک خط ثابت در آن صفحه و از یک ................ ثابت غیرواقع بر آن خط در آن صفحه 

 فاصله باشند.  

mپاسخ:  الف(  5ب( 1=
8

 

1پ(
2

  ت( نقطه  

  ( 1درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. )  .2

axالف( در دستگاه  by c

a x b y c

+ =

  + =

a، اگر  b c

a b c
= =

  
 باشد، دستگاه جواب منحصر به فرد دارد.    

ب( مکان هندسی، مجموة نقاطی از صفحه )یا فضا( است که همة آنها یک ویژگی مشترک داشته باشند و همچنین هر نقطه که آن ویژگی را داشته  
 باشد عضو این مجموعه باشد.  

 بر محور سطح مخروطی عمود باشد و از رأس آن عبور نکند، شکل حاصل یک دایره است.   Pپ( هرگاه صفحة  

xت( رابطه  y x y+ − − + =2 2 2 4 10  معادلة یک دایره است.   0
 ب( درست      پاسخ: الف( نادرست 

 ت( نادرست پ( درست  

xاگر دو ماتریس  .3
A

z

− 
=  + 

1 8
3 yو   1 x

B
+ − 

=   

1 2
3 x)مساوی باشند مقدار   4 y z)+  ( 1/ 5را به دست آورید. )   +

 
x y

x ,y ,z z y zx

z

− = +


 = = =  + + =− =
 + =

1 1
10 8 3 212 8

1 4
 

معادلة ماتریسی  .4 x
   

=   − −   

1 0 3 03 1 4   ( 1/ 25را حل کنید. )   1

 پاسخ:

       xx x x
     

= = =  =− −     − − −     

1 0 3 3 0 73 3 12 3 211 4 1 1 

Aاگر  .5

− 
 = −
 
 

2 1 1
0 1 2
0 3 4

Bو   

 
 = −
 
 

3 0 0
0 1 0
0 0 2

|باشند حاصل    A | | B |+   (  1/ 5را بیابید. )   2

   پاسخ:  

| A | , | B | | B |
−

= =  = = −  =21 22 2 10 20 6 363 4   
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Aاگر  .6
 

=   

0 4
2 Aرا طوری بیابید که رابطة   nو    mباشد مقادیر    1 mA nI= +2

 ( 2ماتریس همانی است.( )   I2برقرار باشد. )   3

  
 پاسخ: 

 
A

n , m
m n n m

mA nI
m m n m m n

     
= =            

 = =
     + = + =     +      

2 0 4 0 4 8 4
2 1 2 1 2 9

8 1
0 4 0 4
2 0 2

 

)Oای را بنویسید که معادله دایره  .7 , )3 xمرکز آن بوده و بر خط به معادله   1 y+ + =4 3 5   ( 1/ 25مماس باشد. )   0
 پاسخ:

  | ax by c | | |
r , (x ) (y )

a b

+ + + +
= = = − + − =

++

2 20 0
2 2

12 3 5 4 3 1 16
16 9

 

xوضعیت خط  .8 y− − =1 xو دایره   0 y x y+ − + + = =2 2 2 4 3 0   ( 1/ 25ه هم مشخص کنید. ) را نسبت ب   2
 پاسخ:

 (x ) (y ) O( , ) , r− + + =  − =2 21 2 2 1 2 2 

 | |
d

+ −
= = =
1 2 1 2 2

2 2
 

r d  خط بر دایره مماس است.  =
  4برابر    Aو    Oاز هر دو نقطه    Fمنطبق هستند و فاصله    yو    xمرکز بیضی بر مبدأ مختصات و قطرهای آن مانند شکل بر محورهای   .9

 ( 1/ 25است. طول قطر کوچک بیضی را محاسبه کنید. ) 

  
OFپاسخ:   c , OA a b a c b b= = = =  = − = − =  =  =2 2 24 8 64 16 48 4 3 2 8 3 

بر بیضی مماس    Mای رسم کنید که در نقطه  را به گونه   dاند. خط  مشخص شده   Fو   Fهای  روی بیضی و کانون   Mدر شکل مقابل نقطه   .10
NFقطع کند. ثابت کنید   Nای مانند  را در نقطه   dرسم کنید تا خط   MFخطی موازی با   Fباشد و سپس از نقطه  MF =   (1  ) 

  

  
MFپاسخ: مجموع MF+ هایترین مسیر، زاویهکمترین مقدار است بنا به خاصیت کوتاهˆ ˆM M=1 2 

||MFاز طرفی NF  وd مورب، در نتیجهˆ ˆN M= 1  
ˆشودنتیجه می ˆN M= 2 

MFالساقین است. یعنیمتساوی MNFمثلث NF = 
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yمختصات کانون، رأس و معادله خط هادی سهمی به معادله  .11 y x− + + =2 6 16 25     (  1/ 75را تعیین کنید. )   0

y)صخورتپاسخخ: فرم اسختاندارد سخهمی به   ) (x )− = − +23 16 شخود. رأس سخهمی  اسخت. سخهمی افقی و دهانة سخهمی به سخمت چپ باز می 1
)Aنقطه , )−1 aاسخخخت و  3 = )Fمختصخخخات کانون آن نقطه  4 a h,k) ( , )− + = −5 اسخخخت. معادله خط هادی سخخخهمی به صخخخورت   3

x a h= + =  است.  3
)Aمعادلة سهمی را بنویسید که  .12 , )4 yرأس و   6 =   (  1/ 25معادله خط هادی آن باشد. )   3

aپاسخ: با توجه به جایگاه رأس و خط هادی، سهمی قائم و دهانه سهمی رو به بالا است و = 3 
x)استاندارد سهمی به صورتفرم  h) a(y k) (x ) (y )− = −  − = −2 24 4 12 6  

xدستگاه معادلات   mالف( به ازای چه مقداری از   .13 y

mx y

− =


+ = −

2 3
6 4

  (         2فاقد جواب است؟ )   

xب( دستگاه معادلات  y

x y

− =


+ = −

2 3
2 6 4

 حل کنید.    A−1را با استفاده از   

 پاسخ: الف(

 m m
m

−
=  + =  = −

1 2 0 6 2 0 36  

  ب(

A−−  
=  =  − 

1 11 2 6 2102 6 2 110
 

 x
x ,y

y

       
= =  = = −       − − −      

1 6 2 3 1 1 12 1 4 110
 

)Oای را بنویسید که مرکز آن معادله دایره  .14 , )0 xباشد و با دایره به معادله   1 y x y+ − + + =2 2 8 4 16  ( 2مماس داخل باشد. )   0

  
  پاسخ:  

(x ) (y ) O ( , ) , r − + + =  − =2 24 2 4 4 2 2  
 OO = + =2 24 3 5 

 r
| r r | OO | r | x (y )

r غ ق,ق,

=
 − =  − =   + − =

= − →

2 27
2 5 1 49

3
 

xالف( نمودار مربوط به معادلات  .15

z

=


=

0
0

=xچه شکلی است؟ و چه ارتباطی با نمودار   3در فضای      (       2دارد؟ )   0

aب( اگر  ( , , )= −2 1 bو   3 i j= + aدار ر باشد اندازه ب   2 b+  را به دست آورید.    2

xپاسخ: الف(

z

=


=

0
0

xها است. معادلهyمحور    ها است. yکه شامل محور  yzمعادله صفحه  0=

a ب(  b ( , , ) ( , , ) ( , , )+ = − + =2 2 1 3 2 1 2 0 4 3 3 
 | a b |+ = + + =2 16 9 9 34 
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aبردارهای  .16 ( , , )= −2 1 bو   2 ( , , )= −1 1   ( 2را در نظر بگیرید. )   0

 پیدا کنید.    bو   aالف( زاویه بین دو بردار 

 پیدا کنید.    bو   aب( برداری عمود بر دو بردار 
  پاسخ: الف( 

a.b
cos

| a || b |


 = = =  =

3 2
2 43 2

  

a ب( b ( , , ) ( , , ) ( , , ) = −  − = −2 1 2 1 1 0 2 2 1 
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  ( 1جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. )  .1

 های غیر واقع بر قطر اصلی آن صفر باشند را ماتریس ................ گویند.  الف( ماتریس مربعی که همه درایه 
گی را داشته  ب( مکان هندسی، مجموعة نقاطی اط صفحه )یا فضا( است که همة آنها یک ویژگی ................ داشته باشند و همچنین هر نقطه که آن ویژ 

 موعه باشد.  باشد عضو این مج 

cپ( در حالتی که 

a
=  شود.  بیضی به یک ................ تبدیل می   1

aت( بردار  j k=  (xoz,yoz,xoy)در فضا سه بعدی بر صفحة مختصات سه بعدی ................ منطبق است.   2−
  ب( مشترک پاسخ:  الف( قطری 

 yozت(  خطپ( پاره
  ( 1درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. )  .2

3دو ماتریس   Bو    Aالف( اگر  A)دلخواه باشند آنگاه عبارت   3 B) A AB B+ = + +2 2  همواره برقرار است.    22
  Pای باشد که هر دو تکة بالایی و پایینی سطح مخروطی را قطع کند و شامل محور باشد، در این صورت فصل مشترک صفحه  به گونه   Pب( اگر صفحة  

 و سطح مخروطی یک هذلولی است.  

)نقطه   پ(  , )−3 xروی دایره   2 y x+ + =2 2 2  قرار دارد.    0

i، داریم: 2های واحد روی محورهای مختصات در به طول   kو   jو   iت( برای سه بردار  j k = 
 ب( نادرست      پاسخ: الف( نادرست 

 ت( درست پ( نادرست  

aاگر  .3
A

b

 
=  − 

4
Bو   1

− 
=   

1 2
3 Aضرب را طوری به دست آورید که حاصل   bو    aباشد مقادیر    2 B   .ماتریس قطری باشد 

   (5 /1 ) 

 a aa a a
A B

b b b b b

− + =  =− + − +     
 = =      − − − − − =  =      

8 2 0 44 1 2 4 3 8 2
1 3 2 3 2 2 3 0 3

 

Aدو ماتریس  .4

− 
 =
 − 

1 1
0 2
2 3

Bو   
− 

=  − − 

1 1 0
2 3   )1/ 75در نظر بگیرید. )   2

 شود؟ چرا؟ تعریف می   Bو   Aالف( آیا جمع دو ماتریس  
|ب( حاصل  A B |    .را به دست آورید 

 مرتبه نیستند. پاسخ: الف( خیر خ زیرا دو ماتریس هم

A ب( B | A B|

− − 
  =   =− −
 − − 

3 4 2
04 6 4

8 11 6
 

  

1400سال  شهریورامتحان   
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−Aماتریس  .5 − 
=   

1 2 1
2   (  1را به دست آورید. )   Aمفروض است، ماتریس    3

   پاسخ:  

A | A | , A (A )− − − −−   
=  = = =   −   

1 1 1 1 12 1 3 182 3 2 28
   

xرا طوری بیابید که دستگاه معادلات خطی   mمقدار   .6 my

(m )x y

+ =


− + =

2 1
1 3

  (  1/ 25جواب نداشته باشد. )   

 پاسخ: 

 ma b c m
m(m )

ma b c m

= −
=   =   − = 
   =− 

12 1 1 2
21 1 3

 

)Oکه   ای را بنویسید معادله دایره  .7 , )0 xمرکز آن بوده و روی خط به معادله   1 y+ = 2وتری به طول   2  ( 1/ 5جدا کند. )   2

  
 کند. را نصف می ABوتر  OHکنیم عمود پاسخ: از مرکز دایره بر وتر عمود می

  

 | x y | | |
OH

+ − + −
= = =

+

2 0 1 2 2
21 1 2

 

 OA OH AH OA ( ) ( ) R= +  = + = =2 2 2 2 2 2 22 102
2 4

 

 (x ) (y )− + − =2 2 100 1
4

 

)Aدر نقطه  .8 , )2 xروی دایرة   3 y x y+ − − =2 2 2 2  ( 1ایم، معادله این خط مماس را به دست آورید. ) مماسی بر آن رسم کرده   3

  

)Oپاسخخ: مرکز دایره برابر اسخت با , )1 )Aدر نقطهشخیب خط عمود بر دایره   1 , )2 AOmبرابر اسخت با  3
−

= =
−

3 1 2
2 1

شخیب خط مماس بر   

)Aدایره در نقطه , )2 قرینه و برعکس شیب خط عمود است 3
OA

m
m

 = − = −
1 1

2
  

yمعادله خط مماس بر دایره برابر است با (x )
−

− = −
13 2
2

 

Aهای بیضی هستند ثابت کنید کانون   Fو   Fدو سر قطر بزرگ و نقاط    Aو   Aدر بیضی روبه رو نقاط   .9 F AF  =   (25 /1 ) 

  
Aروی بیضی قرار دارند بنا به تعریف بیضی داریم Aو Aپاسخ: نقطه  F A F a  + = AFو 2 AF a + =  گیریم:. نتیجه می2

 AF AF AF AF AF (AF FF ) AF (AF FF )         + = +  + + = + + 
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3در بیضی مقابل، طول قطر کوچک  .10
2

Fطول قطر بزرگ است. اندازه زاویه    BF   ( .1/ 25را به دست آورید )  

  
 داریم: BOFپاسخ: در مثلث 

 BF a,BO bBO bˆ ˆcosOBF cosOBF
BF a

= =
= ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = =

3
2

 

 ˆ ˆ ˆOBF F BF OBF=  = =30 2 60 
yسهمی به معادله  .11 y x− + + =2 2 8 9     ( 2را در نظر بگیرید. )   0

 الف( مختصات رأس، کانون و معادله خط هادی سهمی را به دست آورید.  
 ب( نمودار سهمی را رسم کنید.   

  پاسخ: الف(  

y y x (y ) (x ) A ( , ),a− + = − − +  − = − +  = − =2 22 1 8 9 1 1 8 1 11 2 
 F( , ) , x− =3 1 1 

 ب( رسم سهمی
  اند.   عدی مفروض در فضای سه ب   3و ارتفاع    1به طول    xozروی صفحه    Bها و نقطه  xروی محور    2به طول    Aنقطه   .12

 را مشخص کنید.    Bو   Aالف( مختصات نقاط  
 را محاسبه کنید.    ABخط ب( طول پاره 

 را به دست آورید.   ABخط پ( مختصات وسط پاره 
 پاسخ: الف( 

  A ( , , ) , B ( , , )= =2 0 0 1 0 3 
   ب( 

AB ( ) ( ) ( )= − + − + − =2 2 22 1 0 0 0 3 10 
   پ( 

M ( , , ) ( , , )
+ + +

= =
2 1 0 0 0 3 3 30
2 2 2 2 2

 

aتصویر قائم بردار  .13 ( , , )= −2 1 bرا بر امتداد بردار   2 ( , , )= −1 1   بیابید.            0
  پاسخ: 

a.b ( )( ) , | b | ( )=  + − − +  = = + − + =2 2 22 1 1 1 2 0 3 1 1 0 2  

 a.b
a b ( , , ) ( , , )

| b |
 = = − = −2

3 3 31 1 0 0
2 2 2
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|های به طول   bو   aبردارهای  .14 a |= |و   3 b | = |و اندازه ضرب خارجی   26 a b | = کمتر از   bو   aاند. اگر زاویه بین دو بردار مفروض   72

  ( 1/ 25باشد مقدار ضرب داخلی دو بردار را به دست آورید. )   90
  پاسخ: روش اول: 

| a b | | a || b | sin sin cos =   = =   = 


72 12 5
3 26 13 13

  

 cos a.b | a || b | cos


⎯⎯⎯→  =  =  =
90 5 30

13
 

  روش دوم:

| a b | (a.b) | a | | b | (a.b) + =  + = 2 2 2 2 2 2 2 272 3 26 
 (a.b) (a.b) (a.b)


=  =  ⎯⎯⎯→ =

902 900 30 30 
aرا طوری تعیین کنید که سه بردار   mمقدار   .15 ( , , )= −2 1 bو   3 ( ,m, )= −0 cو   1 ( , , )= −1 2   (    1در یک صفحه باشند. )   3

 پاسخ:

 b.(a c) ( ,m, ).( , , ) =  − − − =0 0 1 3 3 3 0 
 m m− + =  =3 3 0 1 

 
 
 



منتظر پنالتى 90باشیددقیقـه












































